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Repetition: spanningar
Analys i xyz-systemet ger spanningsmatrisen:

Ox Txy Ixz

~

S=|xy Oy 1yz

Txz Tyz O XYz

Egenvardesanalys ger en orientering av koordinatsystemet sadan att spanningar pa snittytorna
endast utgors av normalspanningar, dvs inga skjuvspanningar finns.

P - g, 0 0
Detta &r huvudspéanningar och S=10 o, 0
huvudspanninsriktningar / 0 0 o
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Mohrs cirklar

Spanningar i ett plan vinkelrat mot en
huvudspanningsriktning, vi later detta
vara z-riktningen.

Antar att vi kanner spanningarna i
Xy-planet.

Fiour 3.11 Spdnningar i planet.
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Spanning i godtycklig riktning vinkelratt mot en
huvudspanning

Transformation av spanningsmatrisen ger:

Op = Oyx COS® @ + 2Ty, Sin @ cos ¢ + g, sin® @ (F.S. 1.9)

Ts = (0yy — Oxx) SIN @ COS @ + Ty, (cOS? @ — sin? @)

Omskrivning till uttryck med dubbla vinkeln ger:

. _axx+ayy+axx—ayy
=
2 2
_ Oyy 7 Oxx (F.S. 1.10)
T, = 5 Sin 2¢ + Ty, COS 2¢ .1
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Spanning i godtycklig riktning vinkelratt mot en
huvudspanning

Ekvationerna for normal- och skjuvspanning kan skrivas som

Oyx T+ Oyy B Oxx — Oyy
2 2

O, COS2¢ + Tyy Sin 2¢

Oyy—0O. .
T, = —%sm 2¢0 + Tyy COS 2¢

Kvadrera bada ekvationerna och summera deras vanster resp. hogerled. Nyttja sedan
trigonometriska ettan cos? 2¢ + sin®2¢ =1

2

Oxx + Oyy Oxx — Oyy\ 2
(an— > ) +TSZ=( > ) + 1%y

Vilket motsvarar ekvationen for en cirkel

(x—a)*+ (y—b)* =R’
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Mohrs spanningscirkel

T

01 = Omagx = 0m T+ R
02 = Omin = 0 — R
TQ},“’C:R

Oxx T Oyy (F.S.1.11)
Om = >

Oy — Ty 2
R:\/( xe yy) +T,%y (F.S. 1.12)

Vinkeln till huvudspanningsriktningen

T
sin 2y = %
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Mohrs cirklar for treaxligt spanningstillstand

FOr varje punkt i en kropp kan tre Mohrs cirklar uppritas, var och en gallande for
ett plan vinkelratt mot en av de tre huvudspanningsriktningarna.
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Mohrs cirklar for treaxligt spanningstillstand

Huvudspanningarna ar i storleksordning
o, > 0y > 03
Den till beloppet storsta skjuvspanningen ar

01 — 03
|Ts|max — >
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Exempel 1

Givet spanningsmatrisen S bestdm huvudspanningar och
huvudspanningsriktningar med hjalp av Mohrs cirkel.

0 T, O
S=|t,y 0 0
0 0 O
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Deformation

Belastning av en kropp ger upphov till deformation

R b £ 3 1)

{c) {d)

Figure 5.1 Patterns of deformation. (a) Stretching. (b) Bending.
{(c) Twisting. {d) Simple shear.
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Deformation

Deformation medfor att punkter i kroppen forflyttas. Forflyttning av punkter kallas
forskjutning.

All forskjutning ger inte deformation. Om alla punkter i kroppen forskjuts lika
mycket erhalls ingen deformation (stelkroppsrorelse).
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Deformation

Antag:
= Sma forskjutningar
= Sma tdjningar

Overdriven deformation
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u,(xy+dy.z)

u(x,y,z)
v(x,y,2)
w(x,y,2)




Allmanna tojningstillstand

u(x+Ax, y + Ay)

|
i u(x, y+ Ay)
: | Az
[
|
zﬁy /D)__m_____C. ]
e P(x,}azg'/ B éz/f'?
> - - Ax__ _“*!/
c __Ou c ov e = ow
XX — 7. vy I, ZZ — 5.
0 0 0
* Y z (F.S. 2.2)
ou ov ov ow ow ou
yxy_ay+ax yyz_az+ay yzx_ax_l_az
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Tojningsmatrisen

Tojningsmatrisen beskriver tojningstilistandet i en punkt relaterad till ett givet
koordinatsystem xyz.

~

T=TT =

€x Exy Exz

Exz gyz €z
Tojningsmatrisen ar symmetrisk precis som spanningsmatrisen.
Notera! 6 storheter bildade ur 3 storheter u, v och w. Alltsa inte oberoende.

Samband mellan tojningskomponenterna ges av kompatibilitetsekvationerna, se
avsnitt 9.3.1 i Lundh.
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Normal- och skjuvtojning

Normal- och skjuvtdjning kan bestammas i godtycklig riktning pa samma satt
som for spanningar.

Normaltojningen ges av

Skjuvtojningen ges av
e =mITTm

Dar m ar orthogonal mot 71 och vinkelandringen sker i mn-planet
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Huvudtojningar och huvudtojningsriktningar

Huvudtojningar och huvudtojningsriktningar bestams pa samma satt som for
spanningar.

Mohrs tojningscirklar konstrueras pa samma satt som Mohrs spanningscirklar.

v/ 2A YA

(8)0 _’\/,x /2)

y

| 1(8 +8,) l(F ==
i A
il

— - Pt P

Figur 2.2 Mohrs t6jningscirkel
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Konstitutivt samband — Hookes lag

Spannings- och deformationsanalysen som behandlats hittills ar oberoende av materialets
egenskaper. For att kunna bestamma spannings- och tojningstillstandet i allmant fall kravs
ytterligare samband beskrivande materialets hallfasthetsegenskaper.
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Konstitutivt samband — Hookes lag

Giltig i det elastiska omradet
Linjart samband mellan spanning och tojning

Bra beskrivning for manga konstruktionsmaterial
= Metaller
» Glas
» Betong
» Fiberkompositer
= Tra

Samre eller ej tillampbar for t.ex. gummi
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Isotropi

Isotropi innebar samma materialegenskaper i alla riktningar
= Metaller
» Glas
= Betong

Motsatsen ar anisotropa material dar egenskaperna ar riktningsberoende
» Tra (betrakta fiberriktning hos tra)
= Fiberkompositer
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Hookes lag — linjart samband

Ett linjart samband mellan o och & ger oss analytiska fordelar da
superpositionsprincipen gar att anvanda.

Jamfor
y(x1 +x3) = y(x) +y(x2)

y(c-x) =c-y(x) dar c ar konstant
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Hookes lag — linjart samband

Superposition av spanningar:

Gy
y
+ + —
5 Oy o, 9z oy
X

—V * €langs

Superposition av tojningar: Hookes lag — enaxligt:
Oy _ o
- 0 0 - E
: " E‘ Etvars =

Vo Figur11.2
T =" Ez =% Superposition av normaltéjningar i x-riktningen.
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Skjuvspanning, ren skjuvning

Figur 5.4 Deformation och spénning vid skjuvning.

Linjart samband mellan skjuvtojning och skjuvspanning dar G ar skjuvmodulen.

Txy = nyy

LULEA TEKNISKA UNIVERSITET




Hookes generaliserade lag

De tidigare sambanden ger Hookes generaliserade lag,
tojning som funktion av spanning:

1 v
Exx = Eo-xx E (Uyy + 0,2)
1 v
Eyy = E Oyy E (Oxx + 022)
1 V (F.S. 3.4)
€77 = E Ozz r (Oxx + O'yy)
Txy
Vxy TG , o
Vay = % T 2(1+v)
T
Vyz = _yz
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Hookes generaliserade lag

Spanning som funktion av tojning:

(F.S. 3.5)
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Plana tillstand

Specialfall, plant spanningstillstand (en huvudspanning = 0)

1 v Tx = (sz) = sz = (Tyz) =0.
Exx = EO-xx 5 Oyy Oxx = 1+v2 (gxx + ngy) ) )
= - = ( + ) /Lﬁ
Eyy = 5 Oyy T Oxx Oyy = 1+v2 Eyy T Véxx Z
Y
— 4 — Figur12.1
€zz = — E (O-xx + Uyy) Oz7 = 0 Plinttillsténd.
Yxy = - Ty = GV (F.S. 3.6) X A
Xy G Xy Xy \ A ”I
(F.S. 3.7)
yxZ — 0 sz — O
y i > 2
Yyz =0 Tyz =0 m

LULEA TEKNISKA UNIVERSITET




Plana tillstand

Plant tojningstillstand (en huvudtojning = 0)

Oxx = T\ &xx T T (gxx 8)0’) Exx = —5 \9xx — 7, Oy (F.S. 3.8)
. _Ei_ 4_ Vv ( 4_ ) __:L_vz ___ji_ (FEEL 3.9)
Oyy = T \&vy T 75, exx T Eyy €yy = % \Oyy — 1, Oxx x
VE
y L
_ _ Txy
Txy = nyy Vxy = ¢ /X\
Tyz =0 L " Voz = 0 NRRRRRNRNRRRRRRRRERRARnnnn
y > 2
TyZ =0 Figur 12.1 7 7 yyZ 0
Plant tillstand. [ARERRNRRRRNNRNNRRRRRERERRNEND
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Exempel 2

Vid provning av ett mjukt plastmaterial komprimeras ett myntformat prov med tjockleken h=4mm och
diametern ®=25mm. Provet ar placerat mellan tva stela kolvar och passar precis i ett cylindriskt hal
(P=25mm) i ett stelt material enligt figuren. Kolvarna pressas mot provet och kraften F och andringen av
provets tjocklek Ah mats. Sambandet mellan palagd kraft och tjockleksandring framgar av figuren.

Berakna provets e-modul om Poissons tal ar v=0.45. Forutsatt att friktionen ar noll overallt.

= Pl
[kN)

50

Y

h

i

#7/

Prov

e B B B B B S

0,1 02 Ah [mm]
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